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PRODUK LANGSUNG LENGKAP DARI GRUP

Oleh:  K.  Krornodi l rard jo * )

( D i t e r i m a  I  D j u n i  l 9 7 l ) .

/1./.\ '(,^ - 1,1 _. l,\ ' ,.

Djika l {G:;) stbtu/t ltittprrrnn (koleksi) jang bi;tgga dari grnp,'  |  . )
produk karlesisnja. lafdt dibuat nandjadi sebmL grQt dangan ljara jans

vugat cairlct. Grlrp tcrftbilt dinattakan proluk latgstut.g dari grupz

Ci, attttt prt,ltrk /an,o,srutg /mr.

l)i:anpiug ltroduk langsrrrtg /nar laripada grrp dikeua/ prkt kou-

:t'p prodtk /angttng dalant daripada subgrap rlari sebrult grup. Utttuk n-

Lrnlt kolcI:i jang ltingga, ltrodnk lattpitrtu.q lulutnttja isotuorJ lcngtit

prodnk largttutg lraruja.
(Inluk suatrt koleA:i jary lak-ltingga lultiltut.g dari,gnrp, prodtk

/dngsnngtja masih bisa dibangn nrclalui 1>roduk kartutisnja. 
'l'idak 

benar

lagi bahva attuk suatu ko/tksi tak-ltingga dari wL,grupz,produk langnng

da/axtnja inuorf dengan l>roduk langnrng luarnja.

,IIaknd dari tulisan hi ialab ne r.guraikat ltagainana kottsep produk

/an.gsuttqi Lisa diperluas unlnk kohksi *barang, jattg kettudiart diranakaa

PITOD(lK LANGS'UlYG LL|NGK.IP, datt nerupakan kotrsef janz

trntat lari .rualtt ko/ck.ri grtp.

Pada achir lrt/isau ini, rilberikatt bebcrapa ljoit/o/t nen,qanai PLL

dari yntu koleksi grup jang beritdexkan kuntpulatt jan,g takterhilurtg,

dau tnttrk nrula/ttja dalant se/iap tjotttolt iadax :ctnja diatnbi/ kartlulaa

Li/atrgart ril/.

,  1 l i , \ " | '1 t .1(  t '

I-et l' lG;) 
be a cornlab/c ro//ccliou o.f groups.'I'lLert its cartesian

Jtrodtrl cat. bc nade iilto a grulp itt a wr.St ol.tL'iats aa1. 1-/tit new

.grztp is calltl t/tt exlerila/ dircct prodtrct a.f /he.grortps C; fron tbe

to/ /cc l iou l ' .

On tbe otlter band nt /Lat,r: //tt intcnul direct prodact of'rubgroupt of

a ,qroltP. I;ar a finile co//ec/ian /lte iuterna/ dinct pradutl ttf rubgroups is

innorphic n,ith tlte exlernal direcl profutt. I/ it ua /onger trne n,lten lbe

cal/ccliott i.r inJinite, et,en coun/tb/e.

Ilor an ittfinite co/lection nJ'grorrls //te dirtcl frodncl Dluit be deJinel

in anoflttr n,a.1,.T'lte nairt purpose of lbir Paper i.r to giae a genera/ concept

rlf tbe direct proluct oJ' att arbi/rar.1 co//etliott of gnnps, tvlticlt is called

1' I I I :  OOMPLET'Li  DI I I I :CI '  PI IODUC'I '  OF CROLTP.\ ' .

t t )  B : r s i an  r \ [ a t cn r l r t i l <a  I ns t i t t r t ' l ' e knok rg i  l ] a r r c l t r ng .
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PENDAHULUAN.

0.1. Produk Langsung Luar dari Grup.

Dj ika A dan B dua buah grup ( tak per lu keduanja ber la inan) ,  maka pro-

c iu i :  I ' l r tes isr r ja  ja i tu  kumpulan A t .  B dapatd ibangunrnendjadi  sebual t  grup

dengan mendef in is ikan suatu operasi  jang sangat  ev iden d idalamnja,  ja i tu

s b b . :
(a,  b)  (c ,  d;  =:  1ac,  bd)

Grup jang terdjadi ini dinarnakan Produk Langsung Luar dari grup A

clan B,  dan d in jata l<an dcngan notas i  :  A , l  B
L r

Grup in i  isomorf  dengan grup B 
- r  

A

Demik ian  pu la  un tuk  , . a j u * l on  ko leks i  h i ngga  g rupe  Gr ,  G r ,  . . . . . .

G dapat  d idef in is ikan dengatr  d ja lan jang serupa,  apa jang d inamakan

produk langsung luarnja. Jaitu dari produk kartesisnja. Grupjang terdjadi

d i tu l iskarr  sebagai :

G - ri'';< G,
L t

Walaupun grup jang terdjadi ber-beda' bila urutan faktorznja berbeda,

r lamun kesemuanja isomorf .  Kemudian hal  in i  b isa d i landjutkan santpai

suatu koleksi  tak-h ingga jang masih terh i tung.

Misalkan |  :  {  Ct  }  suatu koleksi  terh i tung dar i  grup.  (N adalah kt rm-
i E N

pulan senrua b i langan asl i l

Untuk tahap per tama k i ta rn isa lkan sernuauja berbeda.

K i t a  p a n d a n g  s e k a l a n g  k r , r r . r . r p u l a n  G  -  G ,  x  G 2  x  . . . . . .  x  C i  . .  . . . . . .
jang unsur2nja terd i r i  dar i  bar isarnr :

x  -  ( g r ,  gz ,9 ,  .  . )  dengan  8 i  E  C i  un tuk  se t i ap  i '

Kemudian k i ta  del in is ikan sebuah operasi  dalam G sbb. :

b i l a  x  . . , ( g r ,  g r ,  . . . . . . )  d a n

X ,  - .  ( g ' r ,  g ' z  . . . . . . )  m a k a

x x ' :  ( g r  g ' r ,  g :  S ' 2 ,  . . . . . . )

Maka G nrendjadi  sebuah grup dan d isebLrt  produk langsung luar  dar i  grup '

G1,  G2,  . .  ser ta d i tu l iskan sebagai  :

G . . n X G i
\ L r

S;dangkan rnasing:  G1 d isebut  faktor  langsung dar i  G.
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Bila diantara faktor langsungnja terdapat grup jang sarna, rnaka konsep
ini akan lebih rnudah diterangkan bila kita rncnrakai pengertian kumpulan
ber indeks '  Sepert i  d iketahui  def in is i  kumpulan ber indeks adalah sepert i  d iba-
lvah ini.

Def in is i  0 .1.1:  Sebuah kump, la '  K d ikatakan ber indekskan kumpulan I
djika dapat didefinisikan suatu pemel.aan

f: [ -> K jang surdjektif.

Sebagai t jontoh, sebuah barisan ialah suatu kurnpul.n jang berindckskan
kurnpulan N,  ja i tu  kumpulan semua bi langan asl i .

Selandjutnja misarkan I sebuah koreksi grup jang bcrinclckskan N. Da-
lam hal  in i  ' raka f  adalah sebuah bar isan jang dapat  d i tu l iskan sbb. :

1 -  - =  ( C 1 , G 2 , G 3 . . . . . . ,  G i ,  . . . . . . . . )

Dimana bolch terd- iadi  suku jang sama pada indeks jang bcr la ina ' .  Maka
unsurr dari produk langsung luarn-ia berbentuk:

( 8 r , 8 g ,  . . . . . . ,  8 i ,  . . . . . . )  d e n g a n  g i  E  C i  u n t L r k  s e t i a p  i .
Dalam tatsal  2 akan d iura ikan bagaimana k i ta  membenruk produk kurn-

pulan dari suatu koleksi sebarang dari grup, dan brgaimana rncmbangulr,j.
nendjadi sebuah grup jang disebut produk Langsung Lengkap.

0.2. Produk Langsung Dalam dari subgrup.

Definisi 0.2.7 : Sebuah grup G disebut produk langsung daranr dari subgrup,
Go-,  d i rnana f  - :  {G"}  suatu kolcks i  subgrup dar i  C d i ika:
(i) Untuk setiap a, subgrup Go invarian

( i i )  G - lY " ' l| . "  I
tU  G , ,  I

l i i i )  Gon 
I 
pB*l _ t .)

Ditulis dengan notasi:

G : z X G a
tx. Dlm

Untuk suatu koleksi hingga dituliskan G :

I)an chusus untuk dua subgrup dituliskan G :

Teorema2 jang terkenal mengenai protruk Langsung Dalam antara rain:

Teorema 0.2.1:  Dj ika G:  A x B maka G/A:  B dan C/B]n

n

n X G i
i - l  D l m

A x B
llim
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Tcorcma 0.2.1.a: Dj ika G: I  
"  

G;,  maka untuk set iap j  ber laku:
i '  I  D l " ,

c,  lc /  " , r t  *  G,
i :  I  D l ^

i + j

I .  HUBUNGAN ANTARA PRODUK LANGSUNG LUAR DAN

PRODUK LANGSUNG DALAM

Teorcma jang penting jang menjatakan hubungan antara produk lang-
sung luar  dan produk langsung dalam dar i  suatu koleksi  subgrup suatu grup

adalah tcorcr.na2 bcrikut.

Tcorema 1.1. :  Dj ika {G;}  sebuah kolcks i  h ingga dar i  subgrup'  dar i  suatu

g r u p  G  d a n  G  -  r c  x  G 1 ,  m a k a G ] r  x  G r
I D l m  ' L r

' Icorcma 1.2. :  Dj ika {G1 }  suatu koleksi  h inggadar i  grup,  dan G :  r  )2.  Gi ,
I  i - r

maka untuk set iap i ,  te ldapat  subgrup G dar i  G schingga:

( i )  c,  Ic,
( i i )G-zcxe ;

' I ) l m

Untuk suatu koleksi jang takhingga kedua teorema tersebut t idak benar

lagi, ketjuali bagian pertana dari teorerna 1.2. Namun masih ada hubungan

antara rr X Gi dengan suatu subgrup dari r x G1, jang akan dibahas dalam
i D l u t  i l ' '

t irtsal 2.

2.  PRODUK LANGSUNG LENGKAP DARI GRUP.

Misalkan f  -  {Ga} sebuah koleksi  grup jang ber indekskan suatu kum-

pulan , \ . In i  berar t i  bahwaterdapat  suat t t  pemetaan g:  , \  -> F jang surd jck-

t i f .  Untuk mudahnja k i ta  tu l iskan g(q,)  - .  Ca untuk set iap a.

Kcmudian k i ta  perhat ikan kulnpulan '  ber ikut :

O- t t \ f ' n ->UGe)

4,  :  { f  I  f  E O,  f (a)  E Ca untuk set iap a}

q : { f  i f  E O ,  f ( o " ) : e c o ,  k e t j u a l i  s e d j u m l a h  t e r h i t u n g }
( I ) r_" , , :  

{ f  \ f  E tD,  f (a)  -  eco. ,  ket jual i  sedjumlah h ingga}

Kunrpulan O dinamakan produk kumpulan dari f jang berindekskan

1. Akan kita buat O mendjadi sebuah sistim aldjabar dengan rnendefinisikan

suatu operasi o didalamnja, seperti berikut:
(f o g) (a') : f(o-) ' g (a) untuk setiap a, dirnana

. menjatakan operasi dalam Ga
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Mudah di l ihat  bahwa (O ,  o)  rnembentuk sebuah grup,  sebab:

(i) o tertutup

( i i )  o  asosiat ip  ,  sebab .  asosiat ip  dalam t iap Gz

(ii i) pandang pemetaan e E tD jang bersifat e(cr) : e661 trntuk

set iap a,  maka e o x - -  x  untuk set iap x E O

(iv) untuk setiap x E <D, pandanglah pemetaan x-r jang dide-

f , in is ikan sebacai  ber ikut :

x-1 (?)  :  [x  (o) ] - t  ,  untuk set iap a

makit x-l o x -- o

Grup ( t f  ,  o)  d isebut  produk langsrrng len- ' Ikap dar i  grup Ga dalam koleksi  I -
jang ber indekskan A dan d i tu l iskan sebagai :

L c n g

O :  r r  G a
e E A

'I'corcma 2.1.: ([)r..,,,, subgrup dari O dan tlr subgrup dari <Ir

tsukt i :  f  ukup d ibukt ikan bahwa 4)r . " , , ,  subgrupdar i  t l l  dan O subgrupdar i  r l r '

Misalkan x dan y darlam (I)1.",,,, lnilka x (a) : e63a tlf i tuk setiap a kc-

t jua l i  sedjunt lah h ingga,  dan y 1x)  =.  €cy_ untuk set iap a ket jual i  sedjurn lah

hingga.
Djadi (x o y) (a) .= x(a). y (a") : a-cu. e<;t : cGx untuk setiap a ketjuali sc-

djtrrnlah hingga. Scdangkan x-l(a) : lx(r)l- l - (eccr)-1 - e<;v. r.rntuk

sctiap a. ketjuali scdjunrlah hingga.
lni berarti bahwa xoy dan x- 1 dalam <p,.",,,. Djadi O1."- subgrup dari 4r.

Selandjutnja rnisalkan x dan y dalarn <Ir. Maka x(a") : €cr, ketjuali pada

suatu A1 C ,\ jang terhitung. Dan y(a) =-- eGt, ketjuali pada [, C ,\ jong

terh i tung.  Maka (xoy)  (e) '= x(" ) .  y(a) :  e<;e.  e6r4:  €G4 ket jual i  pada

,n,, U Ar. Dan {, U 7\,, terhitung. Djadi xoy dalarn <lr. Dernikian pula

x- t  (a-)  . -  (x(v") ) - l  "  
" ; ; :  

ece untuk set iap a ket jual i  pada [ t .  Maka

tcrbukt i  bahwa O subgrup dar i  <0.

( [ ) r . " , ,  d iscbut  produk langsung lcmah atau produk langsung sadja dar i  Ge

D i t t r l i s kan t  
, . " , , ,

4)1.",, - rc Go
a E  A

Dalanr hal ,1 terlritung maka O ,-, (0. Dan dalatn hal ,\ It ingga rnaka (D .-

:L 
tl)r..n,'

Teorema 2.2:Dj ika,O 
t , . 'bo. .  

maka ur t tuk set iap e terdapat  subgrup in-
a E A

varian (lr" dari <D jang isomorf dengan Go.
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Bukt i :

Pant l i rng subkumpulan Oo dar i  O jang ber ikut

( r a :  {  f  \ f  E  r D ,  f ( E ) :  E 6 { ,  u n t u k  \ t =  " )
Bila I dan g dalarn rlrr,, maka fog dan f-l djuga dalam Pa, sebab (fog) (1) :

f (E) .  g(E)  - -  ecE.ecl  :  e6{ ,  untuk E *  a,

Djadi fog dalam Q

Sedangkan f-1 (E) : trc)l-l 
- .aj : ec€, untuk lt '  a

Djadi f-t djuga dalam <po. Maka Oa adalah sebuah subgrup dari t lr.

Kenrudian akan d ibukt ikan bahwa 4ra"  subgrup invar ian dar i  O.
Misalkan f  E (Da dan h E { ) .  Harus d ibukt ikan babwa hofoh- l  E Oa.
(hofoh- t ;  ( l )  :  h  (1) . (1) . (h( t )1- t  :  h(E)  ecq.(h(6)) -1 ' . , -  e<tL,  untuk - [  I  a

Djadi tDo sebr.rah sLrbgrup invarian dari <ll.

Achi rn ja akan d ibrrk t ikan bahwa Oo( :Gcr

Untuk setiap x dalam Go, terdapat f dalam rDor sehingga f(a) - x.

Kita njatakan pelnetaan seperti ini dcngan f*. Kemudian kita buat pe-

nretaan ?: G,r-> Oo( scperti berikut: p (x) : f"

Tinggal diperiksa apakah ? suatu isomorfisma. Per-tama: 9(x.y) : f, t

Scdangkan ?(x)o 9(y) : f, o f"

Dan  ( f ,  o  t )  ( i l  - =  f . (E ) .  f ,  (E )  : . " 8 .  . "E  -  . c€ ,  b l l a  |  1 .  x .

Selandjutnja f*., (E) - ec4 , bila 1 ; a.

Adaptrn (fl o f, ) (") :. f. (o) . f" (a) : x.y dan f"., (c) : x.y

Ini berirrt i balrwa ,t(x.y) -. l*." : f* o fy : q(x) o q(y)

Maka ? adalah suatu homomorf isma.  Disamping i tu  g suatu pcmetal t r t  jar rg

bidjektif atatr I - I pada, karena bila x a y, maka q(x) - f, +,P(y) -= f,

scdangka r r  un tuk  se t i ap  f  E<D te rdapa tzEGeseh ingga  q (z ) : f

Teorcma 2.3: Djika f -- {G"} suatu koleksi sebarang dari subgrup? suatu

grup G, dan G : ,, x Go, maka G -: 'r l"bo, dimanal suatu
dDt- atsA

kumpulan jang kardinalnja sama dengan kardinal f.

Sengadja buktinja tak diberikan disini.

Achirulkata perlu didjelaskan bahwa bila l- : {G;} suatu koleksi takhingga
dari subgrupe suatu grup G (walaupun tcrhitung), dan G : rc X Gi,

' r a k a  n x G i T G  
i D I m

i L r



4.  TJONTOH'

Ki ta anrb i l  grup mul t ip l ikat ip  dar i  kumpulan semua
posi t ip  Q+.  Biasanja d i tu l iskan dengan notas i  (Q+,  x)

Untuk sct iap b i l l r rgan pr i rn p k i ta  pandang subgrup

45

bilangan rasional

Gn. .: [p']
Maka  Qr  

i , j *Go ,  
sebab :

( i )  Go,  subgrup invar ian untuk sct iap i  karena Ql  komutat ip

Y o"'

UG,
J  L - ' 1 .
t - / - r

D.ie las d is in i  bahrva Q" -  
I , ;LOpi  

t idak isomorf  dengan 
T,)  

Gn"

scbab Q F tcrh i tung scdangkan jang tcrachi r  t idak

Anrbi l  set ' ruah kolcks i  grup dcngan satu unsur  sadja G.  Ki ta p i l ih  sebagai

G,  grup adi t ip  dar i  b i langan r i i l ja i tu  (R,  -1-) .  Untuk kumpulan indeksnja

d iamb i l  R .  Maka  d i s i n i  Uc ; " .  . -  U  R  -  R

Djadi  t l t  { f  1  l ' :  R t  l { }  kurnpulan semlra pernetaan ( fungsi  berharga

sa tu )  da r i  R  kc  R .  I ) a l am ha l  i n i  < [ r  -  t p

Opcrasi  dalanr  t l r  t idak la in adalah pcndjurr lahan dua furrgs i .

Hal  unrLrnr  dar i  t jontoh in i  ja i tu  scbuah koleksi  f  jang terd i r i  dar i

SATIJ grup G,  dcngan kumpulan indeksnja C sendir i .  Dengan lnengam-

bi l  grup jang ta l< terh i tung,  produk langsr . rng lcngkapnja t idak la in adalah
kumpulan scrnui r  pernctaan dar i  C kc G.  Dan operasi  dalam t I )  adalah

( f  o g)  (x ;  l (x) .g(x)  untuk set iap x dalam G.

Arnbi l  f  -  {C}  den.can G (R - -  {o} ,  > l  )  ja i tu  grup mLr l t ip l ikat ip  dar i

kumpu lan  b i l angan  r i i l  t akno l .  Dan  un tuk  kumpu lan  i ndeksn ja  d iamb i l

A . ,  R.  Maka produk langsung lcngkapnja 4r  . -  kunrpulan sernua fungsi
jang tak pernah nol  (gra l ikn ja 1ak tncmolong sumbu-x) .  Operasin ja

aclu lah ncrkal ian dt ta l i tngsi .

( i i )  Q r '

( i i i )  Gn  I
--. tr)

2 .

J .

t
J '

f1

fu 2
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i
l - Anib i l  f  -  {Cl  c ian C ,= (R+,  x)  ja i tu  gr .up

r i i l  posi t ip ,  scdangkan k i ta  p i l ih  A . . .  R
Produk langsung lengkapnja O . . .  kumpLr lan
posi t ip  dan opcrasin ja adalah pcrkal ian c lu i t

rnLr l t ip l ikat ip  dar i  b i langan

semLla fungsi . jang bcr-harga
l i rngsi .

f ,

* /

1 l' 1 '  : l

5.  f  -  ,  { (R F,  x) ,  (2. ,  I  ) ,  (Q -  0,  x) }  dan ,n,  . .  R
l 'cn l t indcksrrnn j i r  c l idc l ' in is ikan dcrrgan pctuct i tan g:  R -> l -  sbb:

S(x) Z, djiktt x bulat
g(x)  Q -  {0} ,  d j ika x f ls ional  t ic lak bulat
g (x )  R t ,  d j i ka  x  i l as ionu l

I )apat  . ,d iganrburkun" scbagai .  :

l

tl
I

__l
vi'

q - to]

6 .  C  {Gr ,G2 ,G . } .  (Z - ,

l ) i n rana  C '  - .  g rup

G. ,  . . ,  g rup

G.,  - .  g l .Up

l )enginc lcksan dar i  G
s b b . :

I  ) ,  (Q ,  r - ) ,  ( t t ,
s i k l i s  t i ngka t  2

s i k l i s  t i ngka t  3

" la ,

x)) clan ,\ , R

K lc in
olch , \  c l idc l ' in is ikan dcngan pemctai ln  g ;  R-> f

g(x) Z. It i l t x br"rlat darr x '21, 0 scrta x ,, '  l0
g(0)  G, ,
g ( 1 0 )  '  R  I

g(x)  .  Q,  b i la  x  ras ional  t id t l< bulat
g( . r )  -  G,  b i la  x  i ras ional  a ld jabar
g(x) : G: bila x transenden

Maka tlr ,-- kurnpulan fungsi' dengan argumen ri i l  dan harga lungsinja
unsur dari salah satu anggauta dari G. Sedangkan O : kurnpulan scmua
f 'ungsi  jang tcnnasuk 0 1"ng nrL 'nrcnuhi  l1x, ;  E g(x)  untuk set iap x r i i l .
Opcrasi  d l lanr  t l r  dapat  d i lakukan , , t i t ik"  demi , , t i t ik" .
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1.  I -  :  ko leks i  semua grup s ik l is  ber t ingkat  h ingga =:  {C,} '  G;  -= grup

s i k l i s  t i ngka t  i .

A = kumpulan b i langan r i i l  posi t i f  :=  R F '

l 'cngindeksannja d idel ' in is ikan dcngat l  pemctaat l  g  :  Rt  > I -  sbb ' :

g(x)  '  grup s ik l is  t ingkat  satu b i la  x  dalarn in tcrval  (0,1]

S(x)  .  l t rup s ik l is  t ingkat  2 b i la  x  dalanr  in terval  ( l '2 ]

g(x)  grup s ik l is  t ingkat  n b i la  x  dalam interval  (n -  l 'n ]
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