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RINGK SN

Djika U — (G} sebualy bimpunan (koleksi) jang hingga dari grip,
produk kartesisnja dapat dibuat mendjadi sebuah grup dengan tjara jang
sangat eviden. Grup tersebut dinamakan produk langsung dari grup?
G, atan produk lungsung lnar.

Disamping produk langsung lnar daripada grup dikenal pula kon-
sep produk langsmg dalam daripada subgrup dari sebual) grup. Untuk se-
bunal koleksi jang hingga, produk langsung dalaminja isomor|  dengan
produk langsung luarnja.

Untuk suatu koleksi jang tak-hingga terhitung dari grup, produk
langsungnja masib bisa dibangun melalui produk kartesisnja. lidak benar
lagi babwa untuk suatu koleksi tak-hingga dari subgrup®, produk /ungmﬂg
dalamnja isomorf dengan produk langsung luarnja.

Maksnd dari tulisan ini ialal menguraikan bagaimana kousep prodnk
Jangsing bisa diperluas untuk koleksi sebarang, jang kemudian dinamakan
PRODUK LANGSUNG LIEENGKAP, dan merupakan konsep jang
umupe dari suain koleksi grip.

Pada achir tulisan ini, diberikan beberapa tjointol) mengenai PLL
dari suatn koleksi grup jang berindexkan Rumipulan jang takrterbitung,
dan untuk mudabnja dalam setiap tjontoh index setnja diambil kumpulan
bilangan riil.

ABSTRACT

Les V' {G,j} be a conntable collection of groups. Then its cartesian
prodict can be made into a group m a very obvious way. This new
group is called the external direct product of the groups G, from the
collection 1,

Oun the other band we have the infernal direct product of subgroups of
a group. For a finite collection the internal direct product of subgroups is
isomorphic with the external direct product. It is no longer true when the
collection is infinite, even countable.

Lor an infinite collection of groups the direct product must be defined
in another way, The main purpose of 1his paper is to give a general concept
of the direct product of an arbitrary collection of gronps, which is called
THE COMPLETE DIRECT PRODUCT OF GROUPS.

*)
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PENDAHULUAN,

0.1. Produk Langsung Luar dari Grup.

Djika A dan B dua buah grup (tak perlu keduanja berlainan), maka pro-
duk kartesisnja jaitu kumpulan A < B dapat dibangun mendjadi sebuah grup
dengan mendefinisikan suatu operasi jang sangat eviden didalamnja, jaitu
sbb.:

(a, b) (¢, d) = (ac, bd)

Grup jang terdjadi ini dinamakan Produk Langsung Luar dari grup A
dan B, dan dinjatakan dengan notasi: A - B

Lr

Grup ini isomort dengan grup B X A
Lr

Demikian pula untuk sedjumlah koleksi hingga grup® G, Gy, ... ..
G dapat didefinisikan dengan djalan jang serupa, apa jang dinamakan
produk langsung luarnja. Jaitu dari produk kartesisnja. Grup jang terdjadi
dituliskan sebagai:
G =nxG,

i=i
Lr

Walaupun grup jang terdjadi ber-beda? bila urutan faktor?nja berbeda,
namun kesemuanja isomorf. Kemudian hal ini bisa dilandjutkan sampai
suatu koleksi tak-hingga jang masth terhitung.

Misalkan I' = { G; } suatu koleksi terhitung dari grup. (N adalah kum-

1EN
pulan semua bilangan asli)

Untuk tahap pertama kita misalkan semuanja berbeda.

Kita pandang sekarang kumpulan G = G; X G, X ...... X Gy X oo
jang unsur’nja terdiri dari barisan®:

X = (8,88 —voonrns y dengan g; E G; untuk setiap i.
Kemudian kita definisikan sebuah operasi dalam G sbb.:
bila X = (g, 2 ...+ .. ) dan
X = (g, 8. ) maka
XX = (g, 8’1, 82805 -1 .. )
Maka G mendjadi sebuah grup dan disebut produk langsung luar dari grup?®
G, Gy oie et serta dituliskan sebagai:
G =7 x G
iy

Sadangkan masing® G; disebut faktor langsung dari G.
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Bila diantara faktor langsungnja terdapat grup jang sama, maka konsep
ini akan lebih mudah diterangkan bila kita memakai pengertian kumpulan
berindeks. Seperti diketahui definisi kumpulan berindeks adalah seperti diba-
wah Ini.

Definisi 0.1.1: Sebuah kumpulan K dikatakan berindekskan kumpulan A
djika dapat didefinisikan suatu pemetaan

f: )\ — K jang surdjektif.
Sebagai tjontoh, sebuah barisan ialah suatu kumpulan jang berindckskan
kumpulan N, jaitu kumpulan semua bilangan asli.
Selandjutnja misalkan I sebuah koleksi grup jang berindekskan N. Da-
lam hal ini maka I" adalah sebuah barisan jang dapat dituliskan sbb.:
I = (G,,G,,G,...... A € )
Dimana boleh terdjadi suku jang sama pada indeks jang berlainan. Maka
unsur® dari produk langsung luarnja berbentuk :
(81,805 - ... s Bis ceennn ) dengan g; E G; untuk setiap i.
Dalam fatsal 2 akan diuraikan bagaimana kita membeniuk produk kum-

pulan dari suatu koleksi sebarang dari grup, dan bagaimana membangunnja
mendjadi sebuah grup jang disebut Produk Langsung Lengkap.

0.2. Produk Langsung Dalam dari subgrup.

Definisi 0.2.1 : Sebuah grup G disebut produk langsung dalam dari subgrup:z
Gy, dimana I = {G,} suatu kolcksi subgrup dari G djika:
(1) Untuk setiap «, subgrup G, invarian

(i) G = l‘;{ GmJ
UG,
(ii)) G, n [%7&&] = e}

Ditulis dengan notasi:
G=n X G,
% Dlm

Untuk suatu koleksi hingga dituliskan G = x G;
i=1 DIm

Dan chusus untuk dua subgrup dituliskan G = A x B
Dim

Teorema? jang terkenal mengenai Produk Langsung Dalam antara lain:

Teorema 0.2.1: Djika G= A X B maka G/A= B dan G/B= A

Dim
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Teorema 0.2.1.a: Djika G = n X Gj, maka untuk setiap j berlaku:
121 pim
~ n—1

Gj == G/ ki3 X Gi
=1 H1m
ik

1. HUBUNGAN ANTARA PRODUK LANGSUNG LUAR DAN
PRODUK LANGSUNG DALAM

Teorema jang penting jang menjatakan hubungan antara produk lang-
sung luar dan produk langsung dalam dari suatu koleksi subgrup suatu grup
adalah teorcma® berikut.

Teorema 1.1.: Djika {G;} sebuah kolcksi hingga dari subgrup® dari suatu
grup G dan G == X G;, makaG:n X Gy

i Dim iLr
Teorema 1.2.: Djika {G; } suatu koleksi hingga dari grup, dan G = = % G,
Ly

maka untuk sctiap i, terdapat subgrup G; dari G schingga:

Untuk suatu koleksi jang takhingga kedua teorema tersebut tidak benar
lagi, ketjuali bagian pertama dari teorema 1.2. Namun masih ada hubungan

antara 7 X Gj dengan suatu subgrup dari © X Gj, jang akan dibahas dalam
1 Dlm Ly

fatsal 2.

2. PRODUK LANGSUNG LENGKAP DARI GRUP.

Misalkan I' = {Ga} sebuah koleksi grup jang berindekskan suatu kum-
pulan A . Ini berarti bahwa terdapat suatu pemetaan g: A — I’ jang surdjck-
tif. Untuk mudahnja kita tuliskan g(o) = Go untuk setiap «.

Kemudian kita perhatikan kumpulan® berikut:

O = {f\f: A > UGuz}
o

® = {f|fE ®, f(«) E G untuk setiap o}
O = {f{fED, f(«) = e, ketjuali sedjumlah terhitung}
Orem ={f\FTED, fa) = G, ketjuali sedjumlah hingga}

Kumpulan & dinamakan produk kumpulan dari T" jang berindekskan
A- Akan kita buat @ mendjadi sebuah sistim aldjabar dengan mendefinisikan
suatu operasi o didalamnja, seperti berikut:
(fog)(a) = (o) . g () untuk setiap «, dimana
. menjatakan operasi dalam Ga
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Mudah dilihat bahwa (® , 0) membentuk sebuah grup, sebab:
(1) o tertutup
(i) o asosiatip, sebab . asosiatip dalam tiap Gu
(ii1) pandang pemetaan e E @ jang bersifat e(e) = eg, untuk
setiap «, maka e o x = x untuk setiap x E @
(iv) untuk setiap x E @, pandanglah pemetaan x—! jang dide-
finisikan sebagai berikut:
X1 (2) == [x (a}]1, untuk setiap «
maka x~1ox = ¢
Grup (b, o) disebut produk langsung lengkap dari grup Ga dalam koleksi I”
jang berindekskan A dan dituliskan sebagai:

Leng
O = 5 Gz
a E A

Teorema 2.1: @y, subgrup dari ® dan @& subgrup dari @
Bukti: Tjukup dibuktikan bahwa @y, subgrup dari @ dan @ subgrup dari ®-
Misalkan x dan y dalam ®; ., maka x () = egy untuk setiap « ke-

tjuali sedjumlah hingga, dan y (x) == eg, untuk setiap « ketjuali sedjumlah
hingga.
Djadi (x 0 y) (20) = x(«). ¥ (&) = egy. €cx = Ccy untuk setiap o ketjuali sc-
djumlah hingga. Sedangkan x Y«) = [x(2)]' = (ega)~! = eGx untuk
sctiap o ketjuali sedjumlah hingga.
Ini berarti bahwa xoy dan x—1! dalam ®; . Djadi @, subgrup dari O.

Selandjutnja misalkan x dan y dalam &, Maka x(x) = egy, ketjuali pada
suatu AN; © A jang terhitung. Dan y(a) == eg,, ketjuali pada A\, C A jang
terhitung. Maka (xoy) («) == x(x). y(#) = €G- €cg= €G« ketjuali pada
AU A, Dan AU A, terhitung, Djadi xoy dalam @. Demikian pula
X1 (o) = (x(2))~1 = e;; = gy Untuk setiap o ketjuali pada /\,. Maka
terbukti bahwa ® subgrup dari ©.

]} . disebut produk langsung lemah atau produk langsung sadja dari Ga
Dituliskan:

Prow — 7 Gy
aE A
Dalam hal A terhitung maka @ = &. Dan dalam hal A hingga maka @ -
D= Dy,
Teorema 2.2 : Djika @ ':I:‘E}a, maka untuk setiap « terdapat subgrup in-
« EA
varian @, dari @ jang isomorf dengan G,.
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Bukti:
Pandang subkumpulan ®, dari ® jang berikut
Qa= {f\TE D, f(E) = E¥, untuk &£ o }

Bila f dan g dalam @, maka fog dan f—1 djuga dalam £, sebab (fog) (£) =
f(£). g(8) == egt. ect = egk, untuk & £ «.

Djadi fog dalam @
Sedangkan f—1 (§) = [f¢)]7! = egé = egE, untuk £ «
Djadi f—1 djuga dalam & . Maka @, adalah sebuah subgrup dari ®.
Kemudian akan dibuktikan bahwa @, subgrup invarian dari .
Misalkan f E ®, dan h E @, Harus dibuktikan bahwa hofoh—1 E ®,.
(hofoh™1) () == h (Z). f(%). (hE)! = h(¥). egE. (NEN™ == eGE, untuk & # «
Djadi ®, sebuah subgrup invarian dari @.
Achirnja akan dibuktikan bahwa @« = Gy
Untuk setiap x dalam G, terdapat f dalam ®, sehingga f(«) = x.

Kita njatakan pemetaan seperti ini dengan f,, Kemudian kita buat pe-
metaan ¢: G, — Py seperti berikut: ¢ (x) = fy

Tinggal diperiksa apakah p suatu isomorfisma. Per-tama® ¢(X.y) = fyiy
Scdangkan ¢(x)o ¢(y) == f, of,
Dan (fy oy ) (¥) = f (8). f, (§) = CGE . eG(E = cGg , bila £ £ .
Selandjutnja fxy (§) = ey , bila £ £
Adapun (fy 0 f,) (a) = fx (&) . fy {@) = x.y dan f,, (@) = x.y

Ini berarti bahwa o(x.y) = f,, = fy 0 f, = ¢(x) o ¥(y)

Maka ¢ adalah suatu homomorfisma. Disamping itu ¢ suatu pemetaan jang
bidjektif atau | — | pada, karena bila x s£ y, maka ¢(x) = fy -~ 9(y) = f, ,
scedangkan untuk setiap f E @ terdapat z E G, sehingga ¢(z) = {

Teorema 2.3: Djika I' = {G} suatu koleksi sebarang dari subgrup® suatu

Lem
grup G, dan G = 7 X Gy, maka G >~ 7 Ge, dimana A suatu
XDim d‘EA

kumpulan jang kardinalnja sama dengan kardinal T
Sengadja buktinja tak diberikan disini.

Achirulkata perlu didjelaskan bahwa bila I' = {G;} suatu koleksi takhingga
dari subgrup?® suatu grup G (walaupun terhitung), dan G = = X G;,

~ i Dim
maka X G#G
i Lr
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4. TJONTOH?

Kita ambil grup multiplikatip dari kumpulan semua bilangan rasional
positip Q*. Biasanja dituliskan dengan notasi (Q*, x)

Untuk sctiap bilungan prim p kita pandang subgrup G, - [pi]
Maka Qt - = » G, sebab:

b
1 Dim
(i) Gpi subgrup invarian untuk sectiap i karena Q + komutatip

(i) QF — , UGy,

(i) Gy, A ljJSpi - {1}
[t
Djelas disini bahwa Q+ = = x G,; tidak isomorf dengan © X G

scbab Qt terhitung scdangklail)gpang terachir tidak lllr

Ambil sebuah koleksi grup dengan satu unsur sadja G. Kita pilih sebagai
G, grup aditip dari bilangan riil jaitu (R, -|-). Untuk kumpulan indeksnja
diambil R. Maka disini UG, == UR = R

Djadi @ -- {t{{: R—R} - kumpulan semua pemetaan (fungsi berharga
satu) dari R ke R. Dalam hal ini & = &

Operasi dalam & tidak lain adalah pendjumlahan dua fungsi.

Hal umum dari tjontoh ini jaitu scbuah koleksi ' jang terdiri dari
SATU grup G, dengan kumpulan indeksnja G sendiri. Dengan mengam-
bil grup jang tak terhitung, produk langsung lengkapnja tidak lain adalah
kumpulan semua pemctaan dari G ke G. Dan operasi dalam ® adalah

(f o g) (x) ~ f(x).g(x) untuk setiap x dalam G.
Ambil i — {G} dengan G - - (R — {o}, ») jaitu grup multiplikatip dari
kumpulan bilangan riil taknol. Dan untuk kumpulan indeksnja diambil
A = R.Maka produk langsung lengkapnja @ = kumpulan semua fungsi
jang tak pernah nol (grafiknja tak memotong sumbu-x). Operasinja
adalah perkalian dua fungsi.
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4. Ambil F = {G} dan G = (R, x) jaitu grup multiplikatip dari bilangan
riil positip, sedangkan kita pilih A = R
Produk langsung lengkapnja @ == kumpulan semua fungsi jang berharga
positip dan operasinja adalah perkalian dua fungsi.

Y

e R l )
- / /“/\
] ; I j '9

1
]
0
1
'
]
L

500 = {(R+, x),(Z, 1), (Q— 0, x)} dan A, — R
Pengindeksannja didefinisikan dengan pemetaan g: R—> T sbb:
o(x) - Z, djika x bulat
g(x) — Q — {0}, djika x rasional tidak bulat
e(x) -~ R+, djika x irasional
Dapat ,,digambarkan™ scbhagai.:

& z Q ~{0}

V2 2 )L

6. G- {G.Gy,G,. (Z, ), (Q, +), (R, x)} dan A - R
Dimana G, =: grup siklis tingkat 2
G, -= grup siklis tingkat 3
G, = grup Klein
Pengindeksan dari G oleh A didefinisikan dengan pemetaan g ; R— I

sbb.:
a(x} - Z, bila x bulat dan x :7: 0 serta x -/~ 10
20y - Gy
o(10) -~ R*
s(x) = Q, bila x rasional tidak bulat
g(x) = G, bila x irasional aldjabar
g(x) = G, bila x transenden

Maka & == kumpulan fungsi* dengan argumen riil dan harga fungsinja
unsur dari salah satu anggauta dari G. Sedangkan ® = kumpulan semua
fungsi jang termasuk @ jang memenuhi f(x) E g(x) untuk setiap x riil.
Operast dalam @ dapat dilakukan ,,titik” demi ,,titik™.
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[ = koleksi semua grup siklis bertingkat hingga = {Gi}, Gi == grup

siklis tingkat 1.

A = kumpulan bilangan riil positif = R*.

Pengindeksannja didefinisikan dengan pemetaan g : R* — I sbb.:
g(x) = grup siklis tingkat satu bila x dalam interval (0,1]
g(x) -~ grup siklis tingkat 2 bila x dalam interval (1.2]
a(x) — grup siklis tingkat n bila x dalam interval (n — 1,n]
O A > UG, f(x) B ogx))
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