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Abstrak. Makalah ini menyajikan hasil studi pemodelan arus 2 dimensi pada 
sebuah tampungan dengan tujuan untuk melihat peningkatan akurasi model 
numerik tersebut dengan menggunakan model depth averaged κ -ε untuk 
memecahkan masalah turbulen. Model numerik dikembangkan berdasarkan 
metoda beda hingga, dimana untuk pemecahan persamaan hidrodinamik 
digunakan kombinasi metoda ekplisit Mac Cormack dengan metoda pemisahan 
operator splitting. Sebagai syarat batas digunakan metoda syarat batas cermin.  

Studi banding hasil pemodelan dengan memanfaatkan hasil pengukuran di 
sebuah petak tambak dan hasil studi pemodelan dengan metoda lain menunjukan 
adanya peningkatan akurasi dari hasil pemodelan tersebut dibanding dengan 
pemodelan non κ -ε, sehingga hasil pemodelan dengan metoda κ -ε lebih 
mendekati hasil pengukuran lapangan. 

Kata-kata kunci: turbulen; model κ -ε ; arus 2 dimensi; tampungan.  

Abstract. This paper present the results of the κ -ε model development for 
simulating two dimensions flow in a small reservoir. The study was aimed to see 
wether the turbulent component could be better accounted  by using the κ - ε  
model.  The numerical model was developed using finite difference method 
where hydrodynamic equation was solved by the combination of Mc Cormack 
and splitting methods. The mirror method is used as the boundary condition of 
the model. 

Comparison study were done by using the field measurement result on fishery 
ponds and model results by other methods. Better agreement is found between 
field measuremenst and model results due to the increasing accuracy in turbulent 
model prediction.   

Keywords: turbulent; κ -ε model; two dimensional flow; small reservoir. 
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1 Pendahuluan 
Pada perencanaan dan desain bangunan air, diperlukan analisis hidrodinamika 
yang pada prinsipnya menggambarkan interaksi antara aliran fluida dengan 
bangunan yang dilaluinya. Dalam hal ini, geometri bangunan air dan sifat aliran 
yang akan melaluinya menjadi sangat penting untuk diketahui. Analisis ini akan 
mudah dilakukan apabila pola aliran fluida disekitar bangunan air tersebut dapat 
diketahui. Karena berdasarkan pola aliran tersebutlah kemudian dapat 
ditentukan/diperhitungkan gaya-gaya fluida yang bekerja pada bangunan air 
tersebut dan kapasitas aliran tersebut dalam menyebarkan massa terlarut 
maupun tidak terlarut (sedimen) sepanjang pengalirannya.  

Dalam mengevaluasi prilaku aliran tersebut, seringkali komponen turbulen 
diabaikan, padahal, pada kenyataannya, aliran air yang terjadi hampir 
seluruhnya bersifat turbulen (Fox and McDonald, 1992). Pengabaian aliran 
turbulen tersebut seringkali menimbulkan ketidakakurasian yang cukup 
signifikan dalam menentukan besaran rencana sehingga pada perencanaan 
bangunan air mempengaruhi stabilitas bangunan air yang bersangkutan, 
misalnya pier jembatan pada sebuah sungai, endsill dari sebuah spillway dll. 
Kompleksitas fenomena turbulen menyebabkan sulitnya aliran tersebut untuk 
dapat dihitung dengan menggunakan pendekatan analitik dalam menyelesaikan 
persamaan pengaturnya. Sementara itu, analisis aliran turbulen secara 
eksperimen sangat memakan waktu dan biaya yang besar. Oleh karena itu, 
analisis numerik dengan komputer menjadi suatu sarana yang lebih banyak 
dipillih untuk mencapai tujuan tersebut. Namun demikian, langkah eksperimen 
tetap diperlukan untuk proses kalibrasi dan verifikasi. 

Perkembangan teknologi komputer saat ini, memungkinkan penurunan waktu 
dan biaya anlisis serta meningkatkan akurasi dari analisis aliran turbulen dengan 
menggunakan metoda numerik. Sebagai contoh, komputasi aliran turbulen 
dalam pipa dengan bilangan Reynold 103 dalam sebuah pipa membutuhkan 1022 
operasi numerik untuk menghasilkan bilangan Reynolds sebesar 103 dan waktu 
komputasi selama 32000 tahun bila menggunakan teknologi komputer pada era 
tahun tujuh puluhan (White, 1974), namun dengan teknologi komputer yang ada 
pada saat ini hanya dibutuhkan waktu komputasi selama beberapa hari. 

Tidak seperti pada bidang aerodinamik dan hidrodinamik yang telah jauh lebih 
berkembang,  aplikasi model aliran turbulen di bidang hidraulik masih banyak 
yang menggunakan penyederhanaan dalam memperhitungkan distribusi 
kecepatan aliran, dimana dalam hal ini digunakan konsep persamaan rata-rata 
(averaging equation) dan integrasi kedalaman (depth integration) pada 
persamaan pengatur aliran. Penggunaan konsep ini telah memberikan kontribusi 
yang banyak di bidang hidraulik. 
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Metoda penyelesaian masalah turbulen telah banyak dikembangkan antara lain 
yaitu metoda Zero equation model, One equation model, Two equation model, 
Reynolds stress model serta masih banyak lagi, namun demikian, karena tingkat 
akurasi yang diberikan cukup baik, metoda two equation κ-ε model model lebih 
banyak dikembangkan. Pada makalah ini, disajikan hasil studi untuk kasus 
aliran turbulen 2-dimensi padas sebuah tampungan dengan menggunakan 
metoda two equation κ-ε model model. 

2 Persamaan Pengatur 
Aliran turbulen merupakan aliran yang sangat kompleks karena didominasi oleh 
struktur eddy dengan fluktuasi yang sangat tinggi. Persamaan pengatur aliran ini 
dapat diturunkan dari persamaan kontinyuitas dan momentum yang akan 
menghasilkan persamaan Navier-Stokes. Penurunan persamaan Navier-Stokes 
untuk aliran trubulen dua dimensi tak mampu mampat dalam bentuk depth-
averaged telah banyak dilakukan oleh para peneliti terdahulu dan hasilnya 
disajikan pada subbab dibawah ini. Beberapa anggapan yang dipakai dalam 
melakukan penurunan persamaan pengatur tersebut adalah sbb: 

 Aliran tak mampu mampat (incompressible). 
 Viscous stress dan Gaya Coriolis diabaikan 
 Aliran tak berputar  (irrotational). 
 Kecepatan aliran yang ditinjau adalah kecepatan rata-rata. 
 Aliran adalah dua dimensi (arah –x dan arah-y)  

2.1 Persamaan Kontinuitas &  Momentum 
Persamaan rata-rata kontinyuitas untuk tiga dimensi dapat dituliskan dalam 
bentuk tensor sbb.: 
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Persamaan rata-rata momentum untuk tiga dimensi dapat dituliskan dalam 
bentuk tensor sbb.: 

 











−











∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−=
∂
∂

+
∂
∂ ''11

ji
i

j

j

i

ji
i

j

i
j

i uu
x
u

x
u

xx
pg

x
u

u
t
u

ρµ
ρρ

 (2) 

dimana µ = viskositas, iu  = time-average velocity dalam arah sumbu i, ''
ji uu = 

komponen tegangan turbulen Reynold. Persamaan persamaan rata-rata 
kontinyuitas dan momentum dalam bentuk Depth-Averaged Velocity diperoleh 
dengan melakukan integrasi persamaan rata-rata kontinyuitas dan momentum di 
atas terhadap kedalaman dengan menggunakan metode “Leibnitz Rule” 
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sehingga akan didapatkan persamaan pengatur aliran dua dimensi tak mampu 
mampat sbb.: 

 Persamaan Kontinuitas 
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bxτ  dan sxτ  masing-masing merupakan tegangan dasar saluran dan tegangan 
permukaan air, sedangkan  dan  masing-masing merupakan kemiringan 
enerji pada arah x dan y. 

xS0 yS0

2.2 Persamaan Model Turbulen K - ε 
Persamaan (2) sangat kompleks dan untuk penyelesaiannya membutuhkan 
Closure Problem dari suku “Reynold Stress” yang dalam hal ini dapat didekati 
dengan menggunakan pendekatan Boussinesq Eddy Viscosity sbb.: 
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dimana 

 ijδ = delta Kronecker 

  (10) 
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Dari analisis dimensional, didapatkan bahwa eddy viscosity (νt) adalah 
sebanding dengan karakteristik skala kecepatan (v) dan skala panjang ( ), 
sebagai berikut :  νt  ≈ . v

Launder dan Spalding (1974) telah mengembangkan model turbulen κ-ε untuk 
menyelesaikan persamaan Reynold Stress dengan menggunakan dua persamaan 
tambahan yaitu Turbulence Kinetic-Energy Equation dan Turbulence Energy 
Dissipation Rate Equation. Namun, persamaan tersebut hanya dapat digunakan 
untuk menyelesaikan closure-problem dari persamaan Reynolds stress dalam 
bentuk depth-averaged setelah dimodifikasi dalam bentuk depth integrated. 
Dalam hal ini, Chapman and Kuo (1985) telah memodifikasi model Rastogi and 
Rodi (1978) dalam bentuk persamaan yang lebih konsisten dengan persamaan 
kontinuitas depth averaged dan persamaan momentum depth averaged sehingga 
diperoleh hubungan depth-integrated Reynolds stresses dengan depth integrated 
strain rates. 

Pemodelan pada makalah ini menggunakan model Turbulen κ-ε yang diperoleh 
dari pendekatan Chapman and Kuo (1985) tersebut di atas sehingga diperoleh 
persamaan enerji kinetis turbulen dan laju disipasi enerji turbulen yang berlaku 
untuk persamaan depth averaged sbb.: 
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 Persamaan ε 
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dimana : 
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tν̂  adalah Viskositas Turbulen untuk depth averaged sbb.:  
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dan h = hedalaman aliran. Besaran koefisien-koefisien pada persamaan tersebut 
adalah : Cµ= 0.09, C1= 1.44, C2 = 1.92, σk = 1.0, σε = 1.3 dan D = 0.075 

2.3 Penulisan ulang persamaan  
Persamaan tersebut diatas dapat ditulis dalam persamaan vektor : 

 S
y
F

x
E

y
F

x
E

t
Q vv +

∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂                   (16) 

E, F, Ev dan Fv dinamakan Flux Vectors. Q dan S merupakan Dependent 
Variables dan Source Terms. Definisi masing-masing suku adalah sbb.: 
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Dalam bentuk matriks persamaan tersebut diatas dapat ditulis sebagai berikut : 
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Penulisan dalam uraian suku turbulen 
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dimana : 

g = percepatan gravitasi 

Sox, Soy = kemiringan dasar pada sumbu x dan y  

Sfx, Sfy = kemiringan energi arah sumbu x dan y  

C = Chezy = 
n

R 6/1

                                             (24) 
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dimana qx = Uh, dan qy = Vh. Tegangan geser pada dasar didekati dengan 
rumus sebagai berikut: 
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Sedangkan tegangan geser pada permukaan bebas dapat dinyatakan sebagai 
tegangan yang ditimbulkan oleh angin dan dinyatakan sbb.: 
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2.4 Penyelesaian Numerik  
Pernyelesaian numerik dilakukan masing-masing terhadap persamaan 
kontinyuitas, momentum dan turbulen seperti yang disajikan pada uraian di 
bawah ini. 

2.4.1  Persamaan Kontinuitas & Momentum 
Penyelesaian splitting dilakukan dengan memodifikasi persamaan sehingga 
diperoleh persamaan hidrodinamika sebagai berikut : 
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Penyelesaian dengan cara splitting dilakukan dengan terlebih dahulu melakukan 
pemisahan terhadap persamaan diferensial hidrodinamik yang akan diselesaikan 
dengan skema berikut: 

 ( ) ( )[ ] n
xyxxyyssyyxxyx

n FLLLLLLLLLLF  2 •=+     (31) 
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dimana  F = [H, UH, VH]T.  

Skema perhitungan beda hingga yang dipakai adalah skema Mc Cormack : 

I. Lx adalah penyelesaian diferensial arah x, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan arah X (32) adalah sebagai berikut : 
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 Langkah Korektor 
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 Hasil akhir 
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II. Ly adalah penyelesaian diferensial arah y, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan arah Y (36) adalah sebagai berikut : 
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 Hasil akhir 
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III. Lxx adalah penyelesaian diferensial untuk turunan kedua arah x, yaitu: 
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IV. Lyy adalah penyelesaian diferensial untuk turunan kedua arah y, yaitu: 
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V. Ls adalah penyelesaian persamaan reaksi, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan reaksi dilakukan dengan metode Euler, yaitu: 
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2.4.2  Persamaan  κ & ε 

Persamaan κ-ε dapat ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut : 
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Penyelesaian persamaan κ-ε dengan Teknik Splitting serta skema perhitungan 
beda hingga Mc Cormack adalah sebagai berikut : 

 ( ) ( )[ ] n
xyxxyyssyyxxyx

n LLLLLLLLLLG G 2 •=+     (47)   
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dimana G = [ , kh ˆ ε̂h ]T.  

I. Lx adalah penyelesaian diferensial arah x, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan arah X (48) adalah sebagai berikut : 
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 Hasil akhir 
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II. Ly adalah penyelesaian diferensial arah y, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan arah y (52) adalah sebagai berikut : 
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 Hasil akhir 
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III. Lxx adalah penyelesaian diferensial untuk turunan kedua arah x, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan (56) adalah sebagai berikut : 
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IV. Lyy adalah penyelesaian diferensial untuk turunan kedua arah y, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan (58) adalah sebagai berikut : 
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V. Ls adalah penyelesaian persamaan reaksi, yaitu: 
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Penyelesaian persamaan reaksi dengan metode Euler, yaitu: 
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2.4.3 Syarat Batas 
Syarat batas antara air dengan darat dihitung dengan pendekatan metoda 
cermin. Persamaan yang digunakan adalah sebagai berikut : 

1. Prediktor 
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2. Korektor 
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3 Simulasi dan Hasil  

3.1 Skenario Simulasi 
Simulasi dilakukan untuk dua tipe persamaan hidrodinamika sebagai berikut : 

1. Simulasi tanpa memasukkan suku-suku turbulen. 
2. Simulasi dengan memasukkan suku-suku turbulen. 

Persamaan hidrodinamik diuji pada 8 macam bentuk problem seperti 
ditampilkan pada Gambar 1 sampai dengan 8 seperti diberikan pada lampiran.  
Pemodelan tersebut adalah sebagai berikut : 

1. Problem pada Gambar 6, 7 dan 8 dilakukan untuk menguji program dalam 
hal konservasi massa.  

2. Gambar 1 sampai dengan 5  dilakukan untuk melihat pengaruh penerapan 
model turbulen pada akurasi hasil model pada kasus aliran akibat 
pemasangan kincir di beberapa titik dalam kolam/tampungan. 

3. Masing-masing problem disimulasikan untuk data masukan sebagai berikut 

Jenis Test DX 
(m) 

DX 
(m) 

DT 
(dt) 

Waktu 
Simulasi 

Saluran Lurus  20 20 1 3 jam 
Belokan 20 20 1 3 jam 
Bulatan 20 20 1 3 jam 
Kincir 20 20 1 5 jam 

Tabel 1 Data-data masukan test. 
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Adapun sketsa hasil simulasi dari masing-masing problem dapat dilihat pada 
uraian dalam subbab dibawah ini. 

3.2 Hasil Simulasi 
Hasil simulasi untuk masing-masing problem dapat dilihat sebagai berikut : 

 
Gambar 1 Pola aliran kasus 1 NonTurbulen. 

 
Gambar 2 Pola aliran kasus 1 Turbulen. 

 
Gambar 3 Pola aliran kasus 2 NonTurbulen. 
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Gambar 4 Pola aliran kasus 2 Turbulen. 

 
Gambar 5 Pola aliran kasus 3 NonTurbulen. 

 
Gambar 6 Pola aliran kasus 3 Turbulen. 
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Gambar 7 Pola aliran kasus 4 NonTurbulen. 

 

 
Gambar 8 Pola aliran kasus 4 Turbulen. 

 
Gambar 9 Pola aliran kasus 5 NonTurbulen. 
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Gambar 10 Pola aliran kasus 5 Turbulen. 

 

 
Gambar 11 Pola aliran kasus 6 NonTurbulen. 

 

 
Gambar 12 Pola aliran kasus 6 Turbulen. 
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Gambar 13 Pola aliran kasus 7 NonTurbulen. 

 
Gambar 14 Pola aliran kasus 7 Turbulen. 

 
Gambar 15 Pola aliran kasus 8 NonTurbulen. 
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Gambar 16 Pola aliran kasus 8 Turbulen. 

 
Bulatan (kasus 6) Jenis Test Waktu Q Masuk Q Keluar % 

Non-Turbulen 3’41’ 250.012 254.913 1.92 
Turbulen 18’33’’ 250.003 254.602 1.81 

Belokan (kasus 7) Jenis Test Waktu Q Masuk Q Keluar % 
Non-Turbulen 2’04’’ 250.864 250.256 0.24 
Turbulen 8’57’’ 250.004 250.351 0.14 

Saluran Lurus dengan dasar belokan S (kasus 8) Jenis Test Waktu Q Masuk Q Keluar % 
Non-Turbulen 8’32’’ 1150.038 1141.067 0.70 
Turbulen 23’20’’ 1150.000 1145.904 0.36 

Tabel 2 Hasil simulasi program untuk test konservasi massa. 

 Keserupaan Vektor 
Kecepatan 

Kasus 1 2 3 4 5 
Non-Turbulen, Splitting √ √ √ √ × 
Turbulen Splitting √ √ √ √ × 

Tabel 3 Hasil simulasi program untuk test pengaruh kincir. 

Dari Tabel 2 terlihat bahwa konservasi massa untuk jenis test dengan 
memasukkan suku-suku turbulen mempunyai hasil yang lebih baik daripada 
tanpa memasukkan suku-suku turbulen. Pada gambar 1 sampai dengan gambar 
10 terlihat bahwa hasil simulasi dengan memasukkan suku turbulen 
menunjukkan pola arus yang lebih baik terutama pada mixing zone dimana 
turbulensi terdeteksi dengan lebih baik. Gambar 11 sampai dengan Gambar 16 
menunjukkan bahwa pola aliran yang terjadi baik turbulen maupun non turbulen 
adalah serupa. Perbedaan kecilnya adalah di daerah dekat dinding. Perbedaan 
ini dapat dilihat pada hasil keluaran program dimana hal tersebut disebabkan 
karena model turbulen lebih berperan pada daerah dekat dinding. Hal ini sesuai 
dengan konsep turbulen. Namun demikian pengaruh struktur boundary layer 
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dekat dinding belum terstimulasi dengan baik karena pada tahap awal ini data 
model fisik yang diperlukan untuk mengkalibrasi di daerah ini belum tersedia 
sehingga grid model diambil cukup besar.  

Waktu iterasi yang dibutuhkan untuk menyelesaikan masalah turbulen adalah 
lebih lama daripada non turbulen. Hal ini disebabkan oleh perbedaan cara dalam 
menggunakan splitting. Untuk model non turbulen splitting yang digunakan 
adalah couple, sedangkan pada model turbulen digunakan uncouple (nilai U, V, 
h diselesaikan terlebih dahulu kemudian baru menghitung k dan ε).  

Dari tabel 3 terlihat bahwa untuk kasus 1 sampai dengan kasus 4 pola aliran dari 
kedua model turbulen dan non turbulen mempunyai pola yang hampir sama, 
namun, seperti yang diperkirakan,  model turbulen meberikan sirkulasi arus 
lebih kuatkecuali. Kecuali untuk kasus 5, hasil pemodelan pada gambar 
memperlihatkan perbedaan perhitungan sangat signifikan.   

4 Kesimpulan 
Pemodelan sirkulasi arus dengan menggunakan Metode k-ε (two equation 
model) menghasilkan pola arus srkulasi yang lebih baik dan akurat, serta 
kontinuitas sirkulasi lebih tinggi. Dalam hal ini terlihat kesimetrian pola 
sirkulasi aliran seperti yang diharapkan. Pemeriksaan kesalahan pemprograman 
lebih cepat diketahui apabila menggunakan teknik splitting dibandingkan 
dengan non splitting. Simulasi untuk lapisan batas dekat dinding harus 
dilakukan dengan grid yang lebih kecil (rapat) dimana dalam hal ini masih 
memerlukan data kalibrasi hasil model fisik di daerah dinding tersebut. 

5 Lampiran Penggambaran Kasus untuk Simulasi 

 
Gambar 17 Pola penempatan kincir Kasus 1. 
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Gambar 18 Pola penempatan kincir Kasus 2. 

 
Gambar 19 Pola penempatan kincir Kasus 3. 

 

 
Gambar 20 Pola penempatan kincir Kasus 4. 
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Gambar 21 Pola penempatan kincir Kasus 5. 

 
Gambar 22 Dasar saluran untuk Kasus 6. 

 

 

Gambar 23 Dasar saluran untuk Kasus 7. 
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Gambar 24 Dasar saluran untuk Kasus 8. 
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